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Exercice 1.
(1) Quelles sont les composantes primaires du groupe Ugy?
(2) Donner la décomposition cyclique du groupe Z/60Z x Z/727.

Corrigé : On a Ugy = 90 = 2 x 32 x 5. Les composantes primaires de Ugy sont
donc d’ordre 2, 3% et 5 respectivement. Il sont uniques de ces ordres la. Donc par
unicité ce sont les sous-groupes Us, Ug et Us et on a Ugy = Ugg X Uy x Us.

Exercice 2.
Soit G un groupe fini d’ordre 21 agissant sur un ensemble F.
(1) Quels sont les cardinaux possibles des orbites pour cette action?
(2) Pour i € N on note n; le nombre d’orbites a i éléments. Donner une relation
entre card(FE) et les n;.
(3) On suppose que card(E) = 11. Montrer qu’il y a au moins un point fixe pour
l’action de G sur F.
(4) On suppose que card(E) = 19 et qu’il n’y a pas de point fixe pour I'action de G
sur . Calculer le nombre d’orbites dans E sous I’action de G.

Corrigé. (1) Le cardinal de chaque orbite divise card(E). Les cardinaux possibles
de des orbites sont donc : 1, 3, 7 et 2.
(2) D’apres l’équation des classes on a

card(E) = ny + 3ns + Tny + 21ny
(3) Si card(E) = 11, alors il n’y a pas d’orbite de cardinal 21, et on a
11 = ny +3n3 + 7717

d’ouny =1, ng =1 et n; =1 est une possibilité. Les autres possibilités correspon-
dent a ny; = 0 et dans tous les cas il y a au moins une orbite a un point , c-a-d. un
élément fize.
(3) Si card(E) =19 et il n’y a pas de point fixe, donc ny = 0. On a aussi ng = 0,
d’otu

19 = 3nsz + Tny
et la seule possibilité est ng = 4 et ny = 1. Il y a donc quatre orbites a 3 points et
une orbite a 7 points.




Exercice 3.

Soit g le groupe des matrices 2 x 2 inversibles engendré par ((3 8) et <_0Z (3)

Le groupe Qg est appelé groupe des quaternions.

(1) Déterminer tous les éléments de Qg. Quel est alors son ordre? Ce groupe est-il
commutatif?

(2) Montrer que Qg n’a qu'un élément d’ordre 2.

(3) Déterminer tous les sous-groupes de Qs.

(4) Montrer que tous les sous-groupes de Qg sont distingués.

(5) Montrer que (s ne peut s’obtenir comme produit semi-direct de deux de ses
sous-groupes propres.
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Corrigé. (1)P0361—<Z. O)’J_(O Z) etk-u-(l 0). On note

aussi 1 = Iy. On vérifie assez facilement que :
1 est l’élément neutre de Qg;
i2 :j2 — k2 — _1;.
(-1i=—i, (-1)j= -}, (-1)k = —ik;
ij=k, jk=1, ki=j;
ji=-k kj=—-i, ik = —j.
Ainsi
Qs = {£1, £i, £j, £k}

(2) Le groupe Qs admet un seul élément d’ordre 2 qui est {—1}.
(3) Le groupe Qs admet un seul sous-groupe d’ordre 2 qui est {1,—1} (le centre de
@s).

Les autres sous-groupes sont d’ordre 4 qui sont
(i) = {1, =i}, () = {£1, £}, et (k) = {£1, £k}

(4) A part les sous-groupes triviaux (qui sont bien évidemment distingués) :

Le sous-groupe d’ordre 2 est le centre de Qg, il est donc distingué.

Les sous-groupes d’ordre 4 sont dindice 2 dans Qg, il sont donc distingués.

(5) Aucun des trois sous-groupes d’ordre 4 ne peut étre un facteur semi-direct de
Qs car Uautre facteur serait d’ordre 2 et serait d’intersection réduite a {1} avec le
facteur d’ordre 4. Mais tous ces sous-groupes d’ordre 4 contiennent le seul sous-
groupe d’ordre 2. En conclusion Qg ne peut s’obtenir comme produit semi-direct de
deux de ses sous-groupes propres.

Exercice 4.
Soit G un groupe fini, Z(G) son centre. On fait agir G' sur lui méme par conjugaison

GxG3(gr)—>g-x2=grg ' €CG

(1) On suppose que G non commutatif. Soit z € G tel que z ¢ Z(G) et soit
G, ={g9 € G| g -z =z} le stabilisateur de . Montrer que Z(G) C G, C G, ou les
inclusions sont strictes.

(2) En déduire que si G n’est pas commutatif, Z(G) est un sous-groupe de G dont
I'indice est strictement supérieur au plus petit nombre premier divisant |G|, I'ordre



de G.

(3) Soit p un nombre premier et n un entier. Déduire de la question précédente les

valeurs possibles de l'ordre du centre d’un groupe d’ordre p"? (On rappelle que le

centre d'un p-groupe n’est pas réduit a {e}).

(4) Quel est le centre d’un groupe d’ordre p*?

(5) Quel est le centre d'un groupe non commutatif d’ordre p*?

(6) Donner un exemple de groupe non commutatif d’ordre p.

(7) Montrer que si G est d’ordre p?, alors G est isomorphe & Z/p*Z ou A Z/pZ x Z pZ.
Corrigé. (1) On a Z(G) C G, Yz € G.

Supposons G non commutatif (Z(G) # G). Donc il existe au moins un élément

v € G tel que x ¢ Z(G). Comme xzx™' = z, on a v € G,. Par conséquent

Z(G) ¢ Gy.

De plus puisque x ¢ Z(G), il existe un élément g € G qui ne commute pas & x, donc

g¢G,. DouG, & G.

(2) Supposons G non commutatif et soit p le plus petit nombre premier divisant |G)|.

D’apres la question précédente |Z(G)| < |G|, donc |G : Z(G)] > |G : G,] et comme

(G : G| divise |G|, donc |G : G,] > p. Ainsi [G : Z(G)] > p.

(3) Si G est commutatif, l'ordre de |Z(G)| = p".

Si G n’est pas commutatif, alors d’apres la question précédente |G : Z(G)] > p, donc

|Z(G)| = [GZ < p" L Par ailleurs Z(G) # {e}, donc |Z(G)| € {p,p*, - ,p"'}.

(4) Si G est d ordre p?, alors G est nécessairement commutatif et |Z(G)| = p?.

(5) Si G est un groupe non commutatif d’ordre p3., alors d’aprés ce qui précede,

12(@)] = p

(6) Le groupe des quaternions Qs (voir Ezercice 2) est un groupe d’ordre 2° non

commutatif.

(7) Soit G un groupe d’ordre p*. Il est donc commutatif.

— Si G contient un élément d’ordre p*, alors il est cyclique et isomorphe a Z/p*Z.

— Si G ne contient pas d’élément d’ordre p?, alors tous les éléments, sauf le neutre

e, sont d’ordre p.

Soient x,y € G tels que y ¢ (x). On montre que

(x) et (y) sont deuzx sous-groupes distingués de G;

(z) N (y) = {e};

(x){y) est un sous-groupe d’ordre p* donc égal a G.

Donc G est isomorphe o (x) X (y) ~ Z/pZ X 7| pZ.



